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Tw. Je±li F : R→ R jest niemalej¡ca i lewostronnie ci¡gªa,
to istnieje dokªadnie jedna miara λF na σ-ciele B(R) taka, »e

∀ a,b∈R
a<b

λF ([a, b)) := F (b)− F (a). (∗)

Miar¦ λF nazywamy miar¡ Lebesgue'a-Stieltjesa dan¡ przez F

Uw. ∀x∈R F (x) = x =⇒ λF = λ miara Lebesgue'a (dªugo±¢).

Dowód: Na mocy tw. Caratheodoriego i Dynkina, wystarczy pokaza¢,

»e (∗) de�niuje pre-miar¦ na póªpier±cieniu P := {[a, b) : a, b ∈ R}.
Skoro F niemalej¡ca, to

∀ a,b∈R
a<b

F (a) ¬ F (b)⇐⇒ ∀ a,b∈R
a<b

F (b)− F (a)  0⇐⇒ λF  0

Zatem trzeba pokaza¢, »e λF : P → [0,∞) jest σ-addytywna, czyli

[a, b) =
∞⊔
n=1

[an, bn) =⇒ F (b)− F (a) =
∞∑
n=1

F (bn)− F (an).

Tu kluczowa jest równie» lewostronna ci¡gªo±¢ F ( lim
y→x
y<x

F (y) = F (x))
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Krok 1.
N⊔

n=1
[an, bn) ⊆ [a, b) =⇒

N∑
n=1

F (bn)− F (an) ¬ F (b)− F (a).

Dowód przez indukcj¦ po N: Przyjmijmy, »e bN = max{b1, ..., bN}.
Wtedy bn ¬ aN dla n < N, a wi¦c [an, bn) ⊆ [a, aN) dla n < N. Zatem

z zaªo»enia indukcyjnego,
N−1∑
n=1

F (bn)− F (an) ¬ F (aN)− F (a).

N∑
n=1

F (bn)− F (an) =
N−1∑
n=1

F (bn)− F (an) + F (bN)− F (aN)

Zaª. ind.
¬ F (aN)− F (a) + F (bN)− F (aN)

= F (bN)− F (a)
bN¬b
¬ F (b)− F (a).

Krok 2.
∞⊔
n=1

[an, bn) ⊆ [a, b) =⇒
∞∑
n=1

F (bn)− F (an) ¬ F (b)− F (a).

Dowód: W Krok 1 Przej±¢ z N →∞.
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Krok 3. [c, d ] ⊆
N⋃

n=1
(cn, dn) =⇒ F (d)− F (c) ¬

N∑
n=1

F (dn)− F (cn).

Dowód przez indukcj¦ po N: Mo»emy zaªo»y¢, »e d ∈ (cN , dN). Wtedy

[c , cN ] ⊆
⋃N−1

n=1 (cn, dn), wi¦c F (cN)− F (c) ¬
∑N−1

n=1 F (dn)− F (cn) z
zaªo»enia indukcyjnego. St¡d

F (d)− F (c) = F (cN)− F (c) + F (d)− F (cN)

¬
N−1∑
n=1

F (dn)− F (cn) + F (d)− F (cN)

d¬dN
¬

N∑
n=1

F (dn)− F (cn).

Krok 4. [a, b) ⊆
∞⊔
n=1

[an, bn) =⇒ F (b)− F (a) ¬
∞∑
n=1

F (bn)− F (an).

Dowód: Niech ε > 0. Z lewostronnej ci¡gªo±ci F istniej¡ d < b oraz

cn < an takie, »e F (d)  F (b)− ε oraz F (cn)  F (an)− ε2n dla n ∈ N.
Zauwa»my, »e

[a, d ] ⊆
∞⋃
n=1

(cn, bn)

Jako »e [a, d ] jest zbiorem zwartym (z Twierdzenia Heinego-Borela)Heine BorelHeinego-Borela 4 / 8



istnieje N takie, »e [a, d ] ⊆
N⊔

n=1
(cn, bn). Zatem z Krok 3

F (d)− F (a) ¬
N∑

n=1
F (bn)− F (cn) ¬

∞∑
n=1

F (bn)− F (cn).

St¡d

F (b)− F (a)
F (b)¬F (d)+ε
¬ F (d)− F (a) + ε ¬

∞∑
n=1

F (bn)− F (cn) + ε

F (cn)F (an)− ε2n
¬

∞∑
n=1

F (bn)− F (an) + 2ε.

Przechodz¡c z ε→ 0 dostajemy F (b)− F (a) 
∞∑
n=1

F (bn)− F (an).

Krok 5. [a, b) =
∞⊔
n=1

[an, bn) =⇒ F (b)− F (a) =
∞∑
n=1

F (bn)− F (an).

Dowód: Krok 2 + Krok 4.

�
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Tw. Miara µ na B(R) jest miar¡ Lebesgue'a-Stieltjesa, tzn. µ = λF dla

pewnego F ⇐⇒ µ jest sko«czona na zbiorach ograniczonych.

Dowód: "=⇒". Je±li A ∈ B(R) ograniczony, to A ⊆ [a, b) dla pewnych

a, b ∈ R i st¡d λF (A) ¬ λF ([a, b)) = F (b)− F (a) <∞
"⇐="Je±li µ sko«czona na zbiorach ograniczonych, to wzór

F (x) :=

{
µ([0, x)), x  0

−µ([x , 0)), x < 0

poprawnie okre±la funkcj¦ F : R→ R tak¡, »e

∀ a,b∈R
a<b

µ([a, b)) := F (b)− F (a).

Powy»szy warunek implikuje, i» F jest niemalej¡ca (nieujemno±¢ µ)
oraz lewostronnie ci¡gªa (ci¡gªo±¢ µ). Zatem µ = λF . �

Uw. Funkcja F jest wyznaczona przez λF z dokªadno±ci¡ do staªej:

λF = λG ⇐⇒ ∃c∈R G = F + c

Uw. Ka»da miara sko«czona na B(R) jest miar¡ Lebesgue'a-Stieltjesa.
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Stw. Je±li µ jest miar¡ sko«czon¡ na B(R), to wzór

F (x) := µ
(
(−∞, x)

)
, x ∈ R

de�niuje funkcj¦ F : R→ R tak¡, »e µ = λF oraz

lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→+∞

F (x) = µ(R).

Dowód: Funkcja F jest poprawnie okre±lona, bo µ sko«czona, oraz

µ([a, b)) = µ((−∞, b) \ (−∞, a)) = µ
(
(−∞, b)

)
− µ

(
(−∞, a)

)
= F (b)− F (a).

Zatem µ = λF . Je±li xn ↘ −∞ oraz yn ↗ +∞, to z ci¡gªo±ci miary

lim
n→∞

F (xn) = lim
n→∞

µ(−∞, xn) = µ(
∞⋂
n=1

(−∞, xn)) = µ(∅) = 0

lim
n→∞

F (yn) = lim
n→∞

µ(−∞, yn) = µ(
∞⋃
n=1

(−∞, yn)) = µ(R). �
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Wn. Wzór F (x) = µ((−∞, x)), x ∈ R, zadaje wzajemnie jednoznaczn¡

odpowiednio±¢ mi¦dzy miara probabilistycznymi µ na B(R) oraz
funkcjami F : R→ R takimi, »e

1 F jest niemalej¡ca

2 F jest lewostronnie ci¡gªa

3 limx→−∞ F (x) = 0 oraz limx→+∞ F (x) = 1.

Dowód: Tw + Stw + Uw. �

Uw. Powy»sze wyniki maj¡ swoje odpowiedniki w zastosowaniu do

póªpier±cienia P ′ := {(a, b] : a, b ∈ R}. Ró»nica jest wtedy taka, »e

odpowiednie �dystrybuanty� s¡ prawostronnie ci¡gªe.

Wn. Wzór F (x) = µ((−∞, x ]), x ∈ R, zadaje 1-1 odpowiednio±¢

mi¦dzy miara probabilistycznymi na B(R) i funkcjami F : R→ R t.»e

1 F jest niemalej¡ca

2 F jest prawostronnie ci¡gªa

3 limx→−∞ F (x) = 0 oraz limx→+∞ F (x) = 1.

(2') F jest prawostronnie ci¡gªa
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